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交错跃迁 Hofstadter 梯子的量子流相*

刘彪 1)2)    周晓凡 1)2)†    陈刚 1)2)3)‡    贾锁堂 1)2)

1) (山西大学激光光谱研究所, 量子光学与光量子器件国家重点实验室, 太原　030006)

2) (山西大学, 极端光学协同创新中心, 太原　030006)

3) (山东师范大学物理与电子科学学院, 光场调控及应用中心, 济南　250358)

(2019 年 12 月 25日收到; 2020 年 2 月 10日收到修改稿)

为玻色 Hofstadter梯子模型引入交错跃迁, 来扩展模型支持的量子流相. 基于精确对角化和密度矩阵重

整化群计算发现, 无相互作用时, 系统中包含横流相、涡旋相和纵流相; 横流相来自均匀跃迁时 Hofstadter梯

子模型的Meissner相, 纵流相是交错跃迁时才可见的流相. 强相互作用极限下系统的超流区也包含横流相、

纵流相和涡旋相 , 但存在更多的相变级数 ; 超流区的横流相、纵流相之间存在相变但 Mott区的不存在 , 把

Mott区的“横、纵流相”称为Mott-均匀相, 在Mott区只存在均匀相和涡旋相. 跃迁的交错会压缩涡旋相存在

的区域, 使Mott区最终只剩下均匀相; 跃迁的交错不仅能驱动Mott-超流相变, 还使磁通的改变也能够驱动

系统的Mott-超流相变. 对这一系统的研究丰富了磁通系统中的量子流相, 同时为研究拓扑流特性提供了模

型支持.

关键词：量子相变, 数值模拟, Hofstadter梯子, 手性流
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1   引　言

打破时间反演对称性的准一维梯子系统因其

与量子霍尔效应 [1]、拓扑绝缘体 [2−4] 间的联系, 并

作为实现手性流 [5] 的最小系统, 近年来在凝聚态物

理和冷原子量子模拟实验中备受关注. 冷原子实验

中用超晶格、数码微镜分离 [6] 从高维晶格中分离晶

格 [7−13], 以及基于一维系统用原子内态构建人造维

度来构建梯子系统 [14−18]; 使用运动光场、激光辅助

跃迁 [7] 或拉曼光驱动内态耦合 [14] 实现人造磁通 [19],

以此来模拟磁场下的梯子系统. 实验中观察到了手

性边界态 [15], 淬火演化中手性流的产生过程 [7], 以

及Meissner相到涡旋相的流相相变 [8].

Hofstadter梯子模型是描述准一维梯子晶格

中均匀磁通下全同粒子物理的紧束缚模型. 作为

Hofstadter模型 [20−22] 的准一维情形, 它能用研究

一维系统的理论工具来求解, 以展示其强相互作用

时的多体物理. 使用玻色化 [23] 解析方法和密度矩

阵重整化群 [24−26]  (DMRG)数值方法 , 能展示

Hofstadter梯子在玻色或费米强相互作用时会产

生类似二维情形 [27−30] 的分数霍尔态 [31−33]. 玻色强

相互作用时, 除了超流区, 甚至 Mott绝缘体也会

产生 Meissner和涡旋流相 [34−36]. 流是系统存在磁

通时出现的物理量, Meissner流以正对着相反的流

出现在梯子的边界上, 涡旋流以局部旋涡的形式出

现在梯子的内部和边界上, 两种流都具有手性来抵

抗外磁场, 并在超导体中有对应的物理现象 [37−39].

Meissner和涡旋流相存在于 Hofstadter梯子的无

相互作用、超流、Mott全部的相区中, 是模型中极
 

*  国家重点研发计划 (批准号: 2017YFA0304203)、国家自然科学基金 (批准号: 11674200, 11804204)、教育部长江学者和创新团队

发展计划 (批准号; IRT13076)和山西省“1331工程”重点学科建设计划资助的课题.

†  通信作者. E-mail: xiaofanlaohu@163.com
‡  通信作者. E-mail: chengang971@163.com

© 2020 中国物理学会  Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 8 (2020)    080501

080501-1

http://doi.org/10.7498/aps.69.20191964
mailto:xiaofanlaohu@163.com
mailto:xiaofanlaohu@163.com
mailto:chengang971@163.com
mailto:chengang971@163.com
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


为广泛的性质, 然而人们在 Hofstadter梯子模型

中对流相的研究仅限于这两种 , 所以证明在

Hofstadter梯子中引入交错跃迁能产生更丰富的

流相, 从而为流相的广泛研究提供模型支持.

t1, t2

t1 ⩾ t2

交错跃迁是将 Hofstadter梯子长方向的跃迁

幅度从均匀的改成  交错的 (如图 1), 把均匀跃

迁改成交错跃迁来自 SSH模型 [40,41] 的启发, 这样

做能否在模型中产生新的拓扑效应还是未知的, 但

能产生更多的流相却是已知的. 我们使用精确对角

化 [42] 和密度矩阵重整化群理论地分析了  无

相互作用和强相互作用的情形, 观察到交错的跃迁

强度会使 Meissner相和涡旋相流的图案变形, 产

生新的流图案, 结合相变行为分出的相区域, 可将

新的相叫作横流相、纵流相和涡旋相, 这些流相广

泛存在于交错跃迁时的无相互作用和强相互作用

超流区. 交错跃迁时Mott区的流相拥有很独特的

流特征和相变特征, 可以将其称为 Mott-均匀相,

通过探讨 Mott-均匀相从均匀跃迁到交错跃迁的

过渡过程, 可以发现交错跃迁对 Mott相、超流相

和涡旋相的存在都有显著影响.
 

2   哈密顿量和流算符

交错跃迁的 Hofstadter梯子的哈密顿量为
 

H = − t1
∑
lodd

(
e−iϕ/2a+

lodd+1;Lalodd;L

+ eiϕ/2a+
lodd+1;Ralodd;R + h.c.

)
− t2

∑
leven

(
e−iϕ/2a+

leven+1;Laleven;L

+ eiϕ/2a+
leven+1;Raleven;R + h.c.

)
−K

∑
l

(
a+
l;Ral;L + h.c.

)
+ (U/2)

∑
l

∑
u=L,R

nl;u (nl;u − 1), (1)

a+

lodd leven t1, t2

t1 = t2 t1 ̸= t2

其中, a和   为玻色产生湮灭算符; l 为梯子横栏

数; 下标   ,    分别为奇数、偶数横栏数.   

为奇偶键的跃迁系数,    为均匀跃迁,   

为交错跃迁, 均匀跃迁时模型为标准的 Hofstadter

梯子. 哈密顿量前三项为跃迁项 (图 1), 第四项为

玻色排斥相互作用项.

流是描述模型中各种相的关键物理量 [33],

(1)式中各个键上的流定义为 

jlodd+1,lodd;L,L = it1e−iϕ/2a+
lodd+1;Lalodd;L + h.c.,

jlodd+1,lodd;R,R = it1eiϕ/2a+
lodd+1;Ralodd;R + h.c.,

jleven+1,leven;L,L = it2e−iϕ/2a+
leven+1;Laleven;L + h.c.,

jleven+1,leven;R,R = it2eiϕ/2a+
leven+1;Raleven;R + h.c.,

jl,l;R,L = iKa+
l;Ral;L + h.c.. (2)

交错跃迁时模型中出现的相在腿间都会有流, 所以

均匀跃迁时的腿间是否有流的分相依据不再适用,

需要使用流和密度空间分布均匀性来区分基态是

否是涡旋态. 下面定义流的周期 2不均匀性、密度

不均匀性. 流图案沿着梯子长方向周期为 2, 即在

各个元胞中一样分布时周期 2不均匀性为 0, 密度

在所有格点相等时密度不均匀性为 0, 二者分别量

化为  ∑
u=L,R

(var{⟨jlodd+1,lodd;u,u⟩}+var{⟨jleven+1,leven;u,u⟩}),

var{⟨nl;u⟩}, (3)

u = L,R var { }

jc// jc⊥

其中  ,   是方差,   是集合. 流有为 2的

周期性的相被定义为流均匀的相, 密度全格点均匀

的相定义为密度均匀的相, 这两个性质在系统中是

共生的, 没有这两种均匀性的相则是涡旋相. 最后,

为了区分均匀相中存在的两种相, 还需要定义平均

流, 分别为横向手性流  和纵向手性流  : 

jc// =
1

L

(∑
l

⟨jl+1,l;L,L⟩ −
∑
l

⟨jl+1,l;R,R⟩
)

=
2

L

∂ ⟨H⟩
∂ϕ

,

jc⊥ =
1

L

(∑
lodd

⟨jlodd,lodd;R,L⟩ −
∑
leven

⟨jleven,leven;R,L⟩
)
.

(4)
 

3   无相互作用

U = 0无相互作用 (  )时, 可以将哈密顿量 (1)式

傅里叶变换到动量空间, 得到动量空间哈密顿量: 

 

  







…

…

…

1e
i/2 2e

i/2 1e
i/2

1e
-i/2 2e

-i/2 1e
-i/2

图 1    哈密顿量中跃迁项示意图

Fig. 1. Sketch of the hopping term of the Hamiltonian. 
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H =
∑
k

a+
kHkak, (5)

a+
k =

(
a+
k;odd;L,a

+
k;even;L,a

+
k;odd;R,a

+
k;even;R

)
a+
k;σ;u =

(
1√
M

)∑
lσ

eikla+
lσ;u σ

(5)式中,   ,

 ,    为 odd或 even,

u 为 L 或 R, M 为元胞数,
 

Hk =


0 Ak −K 0

A∗
k 0 0 −K

−K 0 0 Bk

0 −K B∗
k 0

 , (6)

Ak = −t1eiϕ/2 − t2e−iϕ/2e−ik Bk = −t1e−iϕ/2−

t2eiϕ/2e−ik

其中  ,  

 .

ϕ

根据基态能突变的相变行为 (图 2(a)), 可以将

系统分为三个相: 横流相、涡旋相和纵流相, 分别

对应最低能带最小值的不同 k 位置 (图 2(b)). 横、

纵流态的流分布都具有 2的周期, 体密度全格点均

匀分布, 横流相横向的流强于纵向的流, 纵流相纵

向的流强于横向的流; 涡旋相的流分布不具有为

2的周期性 (图 2(c1)—图 2(c3)). 横流相和纵流相

的基态不简并, 涡旋相的基态是二重简并的. 横流

相到涡旋相的相变和纵流相到涡旋相的相变都是

二阶相变, 其基态能对参数二阶导不连续. 能引起

这些相变的, 可以是交错跃迁, 也可以是磁通  或

者腿间跃迁系数 K.

|⟨ψ1/ψ2⟩|
横流相、涡旋相和纵流相之间的相变还可用最

近邻内积  来断定, 最近邻内积是数值上连

续均匀扫描模型参数、计算基态时, 最相邻参数基

态间内积的模 (文中内积的模简称为内积). 如

图 3(a)所示, 发生相变时, 基态之间的最近邻内积

也会突变, 系统进入涡旋相后最近邻内积会突变

为 0并振荡, 最近邻内积能找到和手性流计算能够
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(c1) Horizontal current phase

(c2) Vortex phase
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t1/K = 1 t2/K = 0.3

t1/K = 1 t2/K = 0.3 ϕ/π =

图 2    (a) 用来识别相变的基态能导数的突变 , 数据取自

 ,    ; (b) 无相互作用相图 ; (c1)−(c3)

区分三种相的流图案. 图中箭头表示流, 点表示密度, 箭头

的方向和粗细代表流的方向和强度, 点的大小表示密度的

大小, 箭头的粗细和点的大小都已经除以当组最大的流或

密度归一 . 数据取自   ,    ,    0.1,

0.6, 0.9, 精确对角化

t1/K = 1

t2/K = 0.3

ϕ/π = 0.1, 0.6, 0.9

t1/K = 1 t2/K = 0.3

Fig. 2. (a) Singularities in derivative of ground state energy

indicate  phase  transitions.  Data  is  from    ,

 ;  (b)  phase  diagram  for  non-interacting  case;

(c1)−(c3)  the  current  pattern  used  to  distinguish  the

3 phases.  Direction  and  thickness  of  an  arrow indicate  the

direction and strength of  the  current  on the  plotted bond.

The strengths are normalized by the strongest local current.

The  sizes  of  the  points  indicate  the  density  strengths  and

are normalized by the largest density. The current patterns

are  from  ED  calculations  for      when

 ,   .
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ϕ = π
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图  3    (a) 无相互作用时扫描   计算出的最近邻内积 , 数

据取自   ; (b) 保持   , 逐渐

改变   时 , 横流相和纵流相的态和  

时态的内积 ; (c) 一般的 , 系统在   处整个流图案的流

会逆转方向, 交错跃迁会让流换向以一阶相变的形式进行,

数据取自  

t1/K = 1, t2/K = 0.3 t1/K = 1 t2/K

t1/K = t2/K = 1

ϕ = π

t1/K = 1

Fig. 3. (a)  Nearest  overlaps  from  ED  calculations.  Data  is

from   ; (b) when   , as  

decays,  the  overlap  with      state  decays

from 1 smoothly; (c) generally all local currents in the sys-

tem  reverse  sign  in    .  The  staggered  hopping  makes

the  process  the  first  order  phase  transition.  Data  is  from

 .
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t1 = t2 t1 ̸= t2

t1= t2

t2

ϕ = π

t1 ̸= t2

ϕ π

得到一致的相变临界点. 此外, 内积能说明交错跃

迁时态的起源. 接近 Meissner的基态与 Meissner

态内积接近 1而没有突变 , 并且之后缓缓变小

(图 3(b)), 结合此时横向手性流的平缓变化, 说明

此区域从  到  没有相变, 横流相是均匀

跃迁 (  )时的Meissner相渐变过来的. Meissner

态连续变化的过程从观察到的流图案上可以理解

为  减小时通过梯子长方向的流受到阻隔, 为了依

旧能抵抗外磁场, 流改从横栏间经过形成横流态.

同样的推理能说明纵流态是从均匀跃迁时  处

的单个点渐变过来的, 但事实上这个态以前没有被

关注过, 是交错跃迁 (  )扩大了其相区域才

使我们注意到它. 另外, 磁通  经过  时, 流的方向

会反向翻转, 和均匀跃迁时的平缓过渡不同的是,

交错跃迁时的流反向过程是剧烈的一阶相变过程

(图 3(c)). 

4   强相互作用

U → ∞

有相互作用时, 交错跃迁会产生更为丰富的多

体物理效应. 使用 DMRG方法能计算强相互作用

极限   (hard core Boson, HCB)下系统的基

态, 归纳其全部的量子相. 接下来先展示交错跃迁

时的量子相, 再展示其中Mott区域独特的量子相

从均匀跃迁到交错跃迁的过渡过程. 

4.1    交错跃迁时的量子相

t1/K = 1, t2/K = 0.3

n = 0.25

n = 0

n = 0.25

ϕ

选取  来展示交错跃迁时

的量子相, 相图见图 4(a). 此情形下   的倍

数填充会产生 Mott相, 其余填充为超流相. 超流

相之中也分为横流相、纵流相和涡旋相, 对应流和

密度的特征和无相互作用时一样. 超流区的中部出

现了一个三相汇聚的区域, 靠近  的区域横流

相需通过涡旋相再到达纵流相, 接近  的区

域横流相直接相变成纵流相. 有趣的是, 横流相直

接相变成纵流相的边界在数值上是一条很精确的

直线, 此区域内不论填充是多少, 系统在相同的  

处发生横流相-纵流相相变.

有 相 互 作 用 时 可 以 用 中 心 荷 (central

charge)识别不同的相. 中心荷描述了无能隙模式

(gapless  mode)的数目 , 可以从基态的纠缠熵

(Von Neumann entropy)分布中拟合得到 [43−45],

为了减小纠缠熵的额外振荡对拟合效果的影响, 根

据文献 [46]将振荡解释为切割处的跃迁能量, 改进

拟合公式: 

S(j) =
c

6
ln [d(j)] +Atj

⟨
e−iϕ/2bL;jbL;j+1

+ eiϕ/2bR;jbR;j+1 + h.c.
⟩
+B, (7)

d(j) = (L/π) sin(πj/L) A, B

c/6

c/3

c = 1

c = 2 c = 1

c = 1 c = 2

其中   , c 为中心荷 ,    为

待定常数, L 为系统一分为二左边的长度, S 为对

应的纠缠熵, 开边界时公式的前导是   , 周期边

界时是  . DMRG计算纠缠熵比计算局域量需要

更大的态数 (如开边界时态数达到了 800); 模型中

使用更大的系统尺寸能发现中心荷会趋于变成整

数. 将 DMRG得到的纠缠熵分布数据用上述公式

拟合 (如图 4(b)), 得到超流区的横流相  , 涡旋

相   , 纵流相   , 这和均匀跃迁时超流 -

Meissner相   , 超流-涡旋相   的结果是类

似的.

ϕ π

超流区横流相-纵流相之间的相变和涡旋相到

横、纵流相之间的相变呈现不同的相变类型. 横流

相直接相变成纵流相时, 手性流 (正比于基态能量

的一阶导)会直接突变, 因此这是一阶相变 (图 4(c));

进出涡旋相时 , 系统会发生二阶相变 . 不论

Mott还是超流, 和无相互作用时一样, 在交错跃

迁、  越过  时的流换向都会以一阶相变的形式进

行. 另外, 内积的计算表明, 超流-横流态是从超流-

Meissner态平缓形变过来的. 但是纵流区靠近流换

向相变处 DMRG难以收敛, 涡旋相区域基态会振

荡, 难以证明这两个相起源于均匀跃迁时的相.

n(u) n = N/ (2L)

n(u)

0.25 ⩽ n ⩽ 0.5

n = 0.25

t1/K = 1,

t2/K = 0.5

图 4(a)的相图中, Mott和超流是通过在巨正

则系综中扫描  
[36] 得到的,   , u 是化

学势. 但交错跃迁时  曲线不再有能识别相变的

突变 (cusp), 只能使用平均手性流或者最近邻内

积 (图 4(d))得到各种流相的相边界, 后二者得到

的相边界是一致的. 另外在   的区域

内, 相和图 4(a)中的相大致关于  线镜像对

称 , 但相边界稍微有左移 . 我们也对  

 时的相图进行了同样的计算, 所得的相

一致, 只是相边界有移动. 

4.2    均匀跃迁到交错跃迁的过渡过程

n = 0.5

接下来论述交错跃迁较强时的Mott相, 再展

示其是如何从均匀跃迁时过渡而来的. 均匀跃迁

时 ,  Mott线出现在   的整数倍填充上 , 其
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n = 0.5

t1/K = 1 t2/K = 0.3 n = 0.25

t1, t2

  Mott线上存在Mott-Meissner相和Mott-

涡旋相. 但交错跃迁时的Mott态与之相比很奇怪:

 ,    相图中    Mott线上

不包含涡旋相, 和均匀跃迁时不同, 这条线上只存

在一个相, 这个相中心荷为 0, 流和密度均匀; 另外

从流的图案和相变特征来看, 这个 Mott相不分

横、纵流相, 其基态从横流态不经相变地变成前面

定义的纵流态 (图 5(c)), 这也和交错跃迁时的超流

区不同, 令人不解. 因此改变   的差, 观察这条

Mott线是如何从均匀跃迁时转变过来的.

∆

转变过程涉及超流 (SF)-Mott相变, 需要引入

物理量电荷能隙   (chargegap), 电荷能隙是系统

产生粒子-空穴对所需的能量 [47], 超流-Mott相变

能用电荷能隙是否为 0展示. 在热力学极限下, 超

n = 0.25 t1, t2

t1, t2

t1/K = 1, t2/K = 0.3

流区电荷能隙为 0,  Mott区非 0. 将有限尺寸

DMRG得到的电荷能隙外推到热力学极限, 通过

观察电荷能隙发现, 取   填充, 系统在  

差别大时为 Mott相,    差别小时为超流相, 交

错跃迁的变强导致了超流到Mott的相变 (图 5(a)).

交错跃迁越强电荷能隙越大, 这和无相互作用时能

带能隙的经验是一致的 [48]. 是否是涡旋相是用第

2节 (3)式中流的周期 2均匀性来衡量的 (图 5(b)).

涡旋相只存在于交错跃迁弱的区域, 而交错跃迁足

够强, 如之前论述的  时, 系统

将不存在涡旋相. 尽管超流区中横、纵流相间以一

阶相变分隔, 但在 Mott区二者间不存在相变 (如

图 5(c)), 所以将Mott区的这些均匀相称为Mott-

均匀相.
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t1/K = 1, t2/K = 0.3 n = N/(2L)

ϕ/π = 0.3, 0.64, 0.8

L = 64 N = 12

L = 64, N = 25

L/2 ϕ

N = 4

图 4    (a)   强相互作用极限 (HCB)相图 ,   为填充 ; (b) 该相图中三个相对应的纠缠熵分布与

拟合结果,   分别取自横流相、涡旋相和纵流相, 散点是有限尺寸系统中计算的纠缠熵 (S), 实线和中心荷 (c)是

将散点用公式 (7)拟合的结果. 交错跃迁导致了纠缠熵空间分布的起伏, 数据取自周期边界,   ,   ; (c) 横流相-纵流

相相变时横向手性流和纵向手性流的突变, 突变后二者强弱交换; 数据取自   , 在手性流的计算中为了减小开边界

带来的边界效应, 只截取了中间   部分; (d) 横流相-涡旋相-纵流相相变; 扫描   时, 最近邻内积进入涡旋相时会突变, 并且数

值上类似于无相互作用时一样振荡; 数据取自  

t1/K = 1 t2/K = 0.3 n = N/(2L)

ϕ/π = 0.3, 0.64, 0.8

L = 64 N = 12

L = 64, N = 25

L/2

N = 4

Fig. 4. (a) Phase diagram for HCB when   ,   ,   ; (b) VN entropy and the corresponding fitted central

charge for three phases in the phase diagram above.     are from horizontal current, vortex and vertical current

phase respectively. The points are VN entropy data in PBC finite system. Solid lines and central charge are fitted from formula(7).

The staggered hopping has made the VN entropy also staggered. Data is from    ,    ;  (c) horizontal current phase to

vertical current phase transition for  .  The average horizontal current and average vertical current will  swap their

strong and weak relations in the transition point. In order to reduce the boundary effect in average currents, we used the  part in

the middle of the ladder; (d) horizontal current to vortex and vortex to vertical current phase transition. The nearest overlap shows

that in horizontal and vertical current phases the ground state changes smoothly, and numerically oscillates in the vortex phase.

Data is from  . 
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n = 0.25

∆

c = 1 ∆ c = 0 ∆

c = 1 ∆ c = 2

n = 0.25

ϕ

ϕ

由于数值上难以用电荷能隙得到清晰的

Mott-超流相边界, 下面进一步通过取散点计算中

心荷来确定    Mott、超流模糊边界两边各

种流相的存在 . 可以发现   小的深处的均匀相

 ,    大的深处的均匀相   ,    大的深处的

涡旋相  ,   小的深处的涡旋相  (表 1), 这

和均匀跃迁时的超流 -Meissner、Mott-Meissner、

Mott-涡旋相、超流-涡旋相的中心荷 [36] 规律—

各种流相在Mott中的中心荷比在超流中少 1—

是一致的. 系统在超流区存在横、纵流相, 涡旋相

的基础上 , 在 Mott区额外分出了 Mott-均匀和

Mott-涡旋相.   情形中, 交错跃迁弱时改变

磁通  , 系统存在丰富的相变行为, 其中改变磁通

能引起Mott-超流相变, 还是均匀跃迁时不存在的

现象. 但交错跃迁强时, 系统就只剩下 Mott-均匀

相, 改变  不再产生相变了. 

5   总　结

n = 0.25

本文研究交错跃迁时 Hofstadter梯子模型的

流相, 着重关注系统与均匀跃迁时的不同. 无相互

作用时, 系统会产生横流相、纵流相、涡旋相三种

相, 横流相、纵流相是跃迁变得交错的过程中态连

续变化产生的. 强相互作用时超流区也分为这些

相, 但拥有更丰富的相变类型; 以   为例来

展示交错跃迁时的Mott相, 能发现涡旋相仅仅存

在于交错跃迁弱的区域, 交错跃迁的变强会渐渐压

缩涡旋相存在的区域, 导致最终产生的Mott区不

包含涡旋相; 这个Mott区不存在相变来区分横流

相、纵流相, 因此叫作Mott-均匀相; 交错跃迁除了

本身能驱动Mott-超流相变外, 还使系统改变磁通

时能驱动Mott-超流相变. 对这一模型的研究丰富

了流相的种类, 为实现人造规范场的各种新颖平

台 [19,49,50] 中手性流的进一步的研究提供了基础.
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表 1    在有代表性的区域取点, 精确计算中心荷

(c)来验证各个流相的存在, 系统取周期边界来减

小纠缠熵振荡. 表格列出了散点在相图中的位置，

对这些点的电荷能隙和流相性质的判断，以及对应

的中心荷判据，L = 64—100, t1/K = 1
Table 1.    PBC  central  charges  (c)  are  accurately

checked in several points in typical regions. The ta-

ble has  listed  the  points'  position  in  the  phase   dia-

gram, the judged charge gap and current phase pro-

perties, and the corresponding central charge evidence,

L = 64–100, t1/K = 1.

(t2/K, ϕ/π) Region in phase diagram c

(0.9000, 0.1000) ∆ = 0  , not vortex 1.00 

(0.9000, 0.8000) ∆ = 0  , vortex 2.00 

(0.8500, 0.5000) ∆ > 0  , not vortex 0.01 

(0.8500, 0.6125) ∆ > 0  , vortex 0.98 

(0.8000, 0.9750) ∆ = 0  , not vortex 1.02 
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图  5      (a)    相 图 ,    , 虚 线 圈 出 的 是

vortex相 ; (b) 相图中均匀相与涡旋相是用量化的流的周

期 2不均匀性区分的 , 数据取自   ,    ;

(c)   ,   的    Mott线 , 系统基态

平缓地从横流相变成纵流相, 这个过程中流图案的周期一

直为 2

n = 0.25

t1/K = 1

t1/K = 1 t2/K = 0.9

n = 0.25 t1/K = 1 t2/K = 0.3

Fig. 5. (a)  Phase  diagram  for      filling  when

 ; (b) the homogenous phase and vortex phase are

distinguished from the inhomogeneity of  densities  and cur-

rents.  Data  is  from    ,    ;  (c)  the

  Mott line for   ,   . The average

vertical  current  surpasses  the  average  horizontal  current

smoothly, during the process the current patterns have per-

fect periodicity of 2 and the density is homogenous. 
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Liu Biao 1)2)    Zhou Xiao -Fan 1)2)†    Chen Gang 1)2)3)‡    Jia Suo -Tang 1)2)

1) (State Key Laboratory of Quantum Optics and Quantum Optics Devices, Institute of

Laser Spectroscopy, Shanxi University, Taiyuan 030006, China)

2) (Collaborative Innovation Center of Extreme Optics, Shanxi University, Taiyuan 030006, China)

3) (Center of Light Manipulations and Applications, College of and Electronics, Shandong Normal University, Jinan 250358, China)

( Received 25 December 2019; revised manuscript received 10 February 2020 )

Abstract

Hofstadter ladder describes a Boson ladder under a uniform magnetic field and supports nontrivial energy

band and fractional quantum Hall states. Staggered hopping is illuminated from the SSH model and proved to

have non-trivial effects on current phases. We introduce staggered hopping on Hofstadter ladder to study the

novel current phases. Exact diagonalization (ED) and density matrix renormalization group (DMRG) methods

have been employed to study the current phases of  the ladder in noninteraction and strong interaction (hard

core boson) cases.  By observing energy singularities  and the new flux patterns  when increasing the staggered

hopping strength, we extend Meissner and vortex phase to horizontal current phase, vertical current phase and

vortex phase. The horizontal current phase has stronger chiral currents in horizontal direction, which is the long

direction of the ladder. The vertical current phase has stronger chiral currents in vertical direction. The above

two phases do not break translational invariance while the vortex phase does. The current patterns of horizontal

current  phase  are  proved  to  be  continuously  deformed  form  the  Meissner  phase,  and  the  vortex  phase  has

similar  signatures.  The  vertical  current  phase  is  only  visible  when  the  hopping  is  staggered.  These  phases

generally  exist  in  noninteraction  regimes  and  interacting  superfluid  regimes.  We  have  defined  new  quantities

(i.e.  current  inhomogeneity  and  nearest  overlap)  to  characterize  different  quantum  phases.  In  noninteraction

case,  the horizontal  current phase go through the vortex phase to enter  the vertical  current phase by second

order phase transitions, but in strong interaction case such a change can be directly made in a first order phase

transition.  The  direct  transition  is  made  in  higher  fillings  with  almost  identical  flux.  Surprisingly,  the  three

phases  turn  into  only  two  phases  in  Mott  regimes,  and  the  phase  transition  between  the  horizontal  current

phase and the vertical current phase has disappeared. We call the new phase as Mott-homogenous phase. The

staggered  hopping  has  exotic  effects  in  strong  interaction  case.  For  n  =  0.25  filling,  the  staggered  hopping

shrinks the region of vortex phases and produces Mott-SF transition. When the staggered hopping is weak, the

system achieves Mott-SF transition just by varying the flux. This research can enrich current phases in lattice

systems and illuminate further studies on chiral currents.
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